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第十三章  微分方程建模 
     

微分方程建模是数学建模的重要方法，因为许多实际问题的数学描述将导致求解微

分方程的定解问题。把形形色色的实际问题化成微分方程的定解问题，大体上可以按以

下几步： 
    1. 根据实际要求确定要研究的量(自变量、未知函数、必要的参数等)并确定坐标系。 
    2. 找出这些量所满足的基本规律(物理的、几何的、化学的或生物学的等等)。 
    3. 运用这些规律列出方程和定解条件。 
    列方程常见的方法有： 
    （i）按规律直接列方程 
    在数学、力学、物理、化学等学科中许多自然现象所满足的规律已为人们所熟悉，

并直接由微分方程所描述。如牛顿第二定律、放射性物质的放射性规律等。我们常利用

这些规律对某些实际问题列出微分方程。 
（ii）微元分析法与任意区域上取积分的方法 

    自然界中也有许多现象所满足的规律是通过变量的微元之间的关系式来表达的。对

于这类问题，我们不能直接列出自变量和未知函数及其变化率之间的关系式，而是通过

微元分析法，利用已知的规律建立一些变量（自变量与未知函数）的微元之间的关系式，

然后再通过取极限的方法得到微分方程，或等价地通过任意区域上取积分的方法来建立

微分方程。 
（iii）模拟近似法 

    在生物、经济等学科中，许多现象所满足的规律并不很清楚而且相当复杂，因而需

要根据实际资料或大量的实验数据，提出各种假设。在一定的假设下，给出实际现象所

满足的规律，然后利用适当的数学方法列出微分方程。 
    在实际的微分方程建模过程中，也往往是上述方法的综合应用。不论应用哪种方法，

通常要根据实际情况，作出一定的假设与简化，并要把模型的理论或计算结果与实际情

况进行对照验证，以修改模型使之更准确地描述实际问题并进而达到预测预报的目的。 
本章将利用上述方法讨论具体的微分方程的建模问题。 

 
§1  发射卫星为什么用三级火箭 

采用运载火箭把人造卫星发射到高空轨道上运行，为什么不能用一级火箭而必须用

多级火箭系统？ 
下面通过建立运载火箭有关的数学模型来回答上述问题。 
火箭是一个复杂的系统，为了使问题简单明了，我们只从动力系统和整体结构上分

析，并且假设引擎是足够强大的。 
1.1  为什么不能用一级火箭发射人造卫星 
下面用三个数学模型回答这个问题 
1.1.1  卫星进入 600km 高空轨道时，火箭必须的最低速度 
首先将问题理想化，假设： 
（i）卫星轨道是以地球中心为圆心的某个平面上的圆周，卫星在此轨道上以地球

引力作为向心力绕地球作平面匀速圆周运动； 
（ii）地球是固定于空间中的一个均匀球体，其质量集中于球心； 
（iii）其它星球对卫星的引力忽略不计。 
建模与求解：设地球半径为R ，质量为M ；卫星轨道半径为 r ，卫星质量为m 。 
根据假设（ii）和（iii），卫星只受到地球的引力，由牛顿万有引力定律可知其引力
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大小为 

         2r
GMmF =                                      （1） 

其中G 为引力常数。 
为消去常数G ，把卫星放在地球表面，则由（1）式得 

          2R
GMmmg =    或  gRGM 2=  

再代入（1）式，得 
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其中 )m/s(81.9 2=g 为重力加速度。 

根据假设（i），若卫星围绕地球作匀速圆周运动的速度为 v，则其向心力为 rmv /2
，

因为卫星所受的地球引力就是它作匀速运动的向心力，故有 
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由此便推得卫星距地面为 km)( Rr − ，必须的最低速度的数学模型为 

                   
r
gRv =                                            （3） 

取 km6400=R ， km600=− Rr ，代入上式，得 
               km/s6.7≈v  
即要把卫星送入离地面 600km 高的轨道，火箭的末速度最低应为 7.6km/s。 

1.1.2  火箭推进力及升空速度 
火箭的简单模型是由一台发动机和一个燃料仓组成。燃料燃烧产生大量气体从火箭

末端喷出，给火箭一个向前的推力。火箭飞行要受地球引力、空气阻力、地球自转与公

转等的影响，使火箭升空后作曲线运动。为使问题简化，假设： 
（i）火箭在喷气推动下作直线运动，火箭所受的重力和空气阻力忽略不计。 
（ii）在 t时刻火箭质量为 )(tm ，速度为 )(tv ，且均为时间 t的连续可微函数； 
（iii）从火箭末端喷出气体的速度（相对火箭本身）为常数u 。 
建模与分析：由于火箭在运动过程中不断喷出气体，使其质量不断减少，在

),( ttt Δ+ 内的减少量可由台劳展式表示为 

             )()()( tot
dt
dmtmttm Δ+Δ=−Δ+                       （4） 

因 为 喷 出 的 气 体 相 对 于 地 球 的 速 度 为 utv −)( ， 则 由 动 量 守 恒 定 律 有

))(()()()()()( utvtot
dt
dmttvttmtvtm −⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ Δ+Δ−Δ+Δ+=          （5） 

从（4）式和（5）式可得火箭推进力的数学模型为 

dt
dmu

dt
dvm −=                                 （6） 

令 0=t 时， 0)0( vv = ， 0)0( mm = ，求解上式，得火箭升空速度模型 
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)(
ln)( 0

0 tm
muvtv +=                            （7） 

（6）式表明火箭所受推力等于燃料消耗速度与喷气速度（相对火箭）的乘积。（7）
式表明，在 00 ,mv 一定的条件下，升空速度 )(tv 由喷气速度（相对火箭）u 及质量比

)(/0 tmm 决定。这为提高火箭速度找到了正确途径：从燃料上设法提高u 值；从结构

上设法减少 )(tm 。 
1.1.3  一级火箭末速度上限 
火箭—卫星系统的质量可分为三部分： pm （有效负载，如卫星）， Fm （燃料质量），

sm （结构质量，如外壳、燃料容器及推进器）。一级火箭末速度上限主要是受目前技术

条件的限制，假设： 
（i）目前技术条件为：相对火箭的喷气速度 3=u km/s 及 

             
9
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（ii）初速度 0v 忽略不计，即 00 =v 。 

建模与求解：因为升空火箭的最终（燃料耗尽）质量为 sp mm + ，由（7）式及假

设（ii）得到末速度为 

                
sp mm

muv
+

= 0ln                                     （8） 

令 )()( 0 psFs mmmmm −=+= λλ ，代入上式，得 

                    
pmm
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0

0

λλ −+
=                              （9） 

于是，当卫星脱离火箭，即 0=pm 时，便得火箭末速度上限的数学模型为 

                     
λ
1ln0 uv =  

由假设（i），取 3=u km，
9
1

=λ ，便得火箭速度上限 

                     6.69ln30 ≈=v km/s 

因此，用一级火箭发射卫星，在目前技术条件下无法达到相应高度所需的速度。 

1.2  理想火箭模型 
从前面对问题的假设和分析可以看出：火箭推进力自始至终在加速着整个火箭，然

而随着燃料的不断消耗，所出现的无用结构质量也在随之不断加速，作了无用功，故效

益低，浪费大。 
所谓理想火箭，就是能够随着燃料的燃烧不断抛弃火箭的无用结构。下面建立它的

数学模型。 
假设：在 ),( ttt Δ+ 时段丢弃的结构质量与烧掉的燃料质量以α 与 α−1 的比例同

时进行。 
建模与分析：由动量守恒定律，有 
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       )()()()()( tvt
dt
dmttvttmtvtm ⋅Δ−Δ+Δ+= α  

)())(()1( toutvt
dt
dm

Δ+−⋅Δ−− α  

由上式可得理想火箭的数学模型为 

                 u
dt
dm

dt
tdvtm ⋅−=− )1()()( α                             （10） 

及 
                  0)0( =v ， 0)0( mm =  
解之得 

                  
)(

ln)1()( 0

tm
mutv α−=                                 （11） 

由上式可知，当燃料耗尽，结构质量抛弃完时，便只剩卫星质量 pm ，从而最终速

度的数学模型为 

        
pm

mutv 0ln)1()( α−=                                 （12） 

（12）式表明，当 0m 足够大时，便可使卫星达到我们所希望它具有的任意速度。

例如，考虑到空气阻力和重力等因素，估计要使 5.10=v km/s 才行，如果取 3=u km/s，
1.0=α ，则可推出 50/0 =pmm ，即发射 1 吨重的卫星大约需 50 吨重的理想火箭。 

1.3  多级火箭卫星系统 
理想火箭是设想把无用结构质量连续抛弃以达到最佳的升空速度，虽然这在目前的

技术条件下办不到，但它确为发展火箭技术指明了奋斗目标。目前已商业化的多级火箭

卫星系统便是朝着这种目标迈进的第一步。多级火箭是从末级开始，逐级燃烧，当第 i
级燃料烧尽时，第 1+i 级火箭立即自动点火，并抛弃已经无用的第 i 级。我们用 im 表

示第 i 级火箭质量， pm 表示有效负载。为了简单起见，先作如下假设： 

（i）设各级火箭具有相同的λ， imλ 表示第 i 级结构质量， im)1( λ− 表示第 i 级
的燃料质量。 

（ii）喷气相对火箭的速度u 相同，燃烧级的初始质量与其负载质量之比保持不变，

记该比值为 k 。 
先考虑二级火箭。由（7）式，当第一级火箭燃烧完时，其速度为 
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在第二级火箭燃烧完时，其速度为 
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仍取 3=u km/s， 1.0=λ ，考虑到阻力等因素，为了达到第一宇宙速度，对于二

级火箭，欲使 5.102 =v km/s，由（13）式得 
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              5.10
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解之得     
                    2.11=k ， 
这时 

                   149)1( 2210 ≈+=
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同理，可推出三级火箭 

              
1

1ln33 +
+

=
k

kuv
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欲使 5.103 =v km/s，应该 25.3≈k ，从而 77/0 ≈pmm 。 

与二级火箭相比，在达到相同效果的情况下，三级火箭的质量几乎节省了一半。 
现记n 级火箭的总质量（包括有效负载 pm ）为 0m ，在相同假设下（ 3=u km/s，

5.10=末v km/s， 1.0=λ ），可以算出相应的 pmm /0 值，现将计算结果列于表 1。 
表 1 

n（级数） 1      2      3      4      5      …      ∞ 

pmm /0  ×    149    77     65     60      …       50 

 
实际上，由于受技术条件的限制，采用四级或四级以上的火箭，经济效益是不合算

的，因此采用三级火箭是最好的方案。 
1.4  最佳结构设计 
下面我们将考虑当用n 级火箭发射卫星时的最佳结构，即使 pmm /0 最小的结构。 

记 

pn mmmmmw ++++== L2101  

       pn mmmw +++= L22  

            … 
       pn mw =+1  
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由于 211 wwm −= ， 322 wwm −= ，…， 1+−= nnn wwm ，可以推出 
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易知 
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n
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L21
0 =  

则最佳结构问题转化为 
            nkkk L21min  

            s.t.   c
kk

kkk

n

n =
+−+− ]1)1([]1)1([ 1

21

λλ L

L
 

可以推出当 nkkk === L21 时，
pm

m0 最小。  

 
§2  人口模型 

2.1  问题提出 
据考古学家论证，地球上出现生命距今已有 20 亿年，而人类的出现距今却不足 200

万年。纵观人类人口总数的增长情况，我们发现：1000 年前人口总数为 2.75 亿。经过

漫长的过程到 1830 年，人口总数达 10 亿，又经过 100 年，在 1930 年，人口总数达 20
亿；30 年之后，在 1960 年，人口总数为 30 亿；又经过 15 年，1975 年的人口总数是

40 亿，12 年之后即 1987 年，人口已达 50 亿。 
我们自然会产生这样一个问题：人类人口增长的规律是什么？如何在数学上描述这

一规律。 
2.2  Malthus 模型 

1789 年，英国神父 Malthus 在分析了一百多年人口统计资料之后，提出了 Malthus
模型。 

模型假设 
（i）设 )(tx 表示 t时刻的人口数，且 )(tx 连续可微。 
（ii）人口的增长率 r 是常数（增长率=出生率—死亡率）。 
（iii）人口数量的变化是封闭的，即人口数量的增加与减少只取决于人口中个体的

生育和死亡，且每一个体都具有同样的生育能力与死亡率。 
建模与求解 
由假设， t时刻到 tt Δ+ 时刻人口的增量为 

          ttrxtxttx Δ=−Δ+ )()()(                         
于是得 

                  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

0)0( xx

rx
dt
dx

                                     （14）              

其解为 
                 rtextx 0)( =                                       (15) 

模型评价 
考虑二百多年来人口增长的实际情况，1961 年世界人口总数为

91006.3 × ，在

1961～1970 年这段时间内，每年平均的人口自然增长率为 2%，则（15）式可写为 
                )1961(02.091006.3)( −⋅×= tetx                          (16) 

根据 1700～1961 年间世界人口统计数据，我们发现这些数据与（16）式的计算结

果相当符合。因为在这期间地球上人口大约每 35 年增加 1 倍，而（16）式算出每 34.6
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年增加 1 倍。 
但是，当人们用（15）式对 1790 年以来的美国人口进行检验，发现有很大差异。 

    利用（16）式对世界人口进行预测，也会得出惊异的结论：当 2670=t 年时，
15104.4)( ×=tx ，即 4400 万亿，这相当于地球上每平方米要容纳至少 20 人。 

显然，用这一模型进行预测的结果远高于实际人口增长，误差的原因是对增长率 r
的估计过高。由此，可以对 r 是常数的假设提出疑问。 

2.3  阻滞增长模型（Logistic 模型） 
如何对增长率 r 进行修正呢？我们知道，地球上的资源是有限的，它只能提供一定

数量的生命生存所需的条件。随着人口数量的增加，自然资源、环境条件等对人口再增

长的限制作用将越来越显著。如果在人口较少时，我们可以把增长率 r 看成常数，那么

当人口增加到一定数量之后，就应当视 r 为一个随着人口的增加而减小的量，即将增长

率 r 表示为人口 )(tx 的函数 )(xr ，且 )(xr 为 x 的减函数。 
    模型假设 
   （i）设 )(xr 为 x 的线性函数， sxrxr −=)( 。（工程师原则，首先用线性） 
   （ii）自然资源与环境条件所能容纳的最大人口数为 mx ，即当 mxx = 时，增长率

0)( =mxr 。 
    建模与求解 

由假设（i），（ii），可得 )1()(
mx
xrxr −= ，则有 
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m                                （17）

（17）式是一个可分离变量的方程，其解为 
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模型检验  由（17）式，计算可得 

                      x
x
x

x
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dt
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mm

)21)(1(2
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2

−−=                         (19) 

人口总数 )(tx 有如下规律： 
（i） m

t
xtx =

+∞→
)(lim ，即无论人口初值 mx 如何，人口总数以 mx 为极限。 

（ii）当 mxx << 00 时， 0)1( >−= x
x
xr

dt
dx

m

，这说明 )(tx 是单调增加的，又由

（19）式知：当
2
mxx < 时， 02

2

>
dt

xd
， )(txx = 为凹，当

2
mxx > 时， 02

2

<
dt

xd
， )(txx =

为凸。 

（iii）人口变化率
dt
dx

在
2
mxx = 时取到最大值，即人口总数达到极限值一半以前
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是加速生长时期，经过这一点之后，生长速率会逐渐变小，最终达到零。 
与 Malthus 模型一样，代入一些实际数据进行验算，若取 1830 年为 00 == tt ，

8
0 1010×=x ，

81025×=mx ， 02.0=r 可以看出，直到 1930 年，计算结果与实际数

据都能较好地吻合，在 1930 年之后，计算与实际偏差较大。原因之一是 60 年代的实际

人口已经突破了假设的极限人口 mx ，由此可知，本模型的缺点之一就是不易确定 mx 。 
2.4  模型推广 
可以从另一个角度导出阻滞增长模型，在 Malthus 模型上增加一个竞争项

)0(2 >− bbx ，它的作用是使纯增长率减少。如果一个国家工业化程度较高，食品供应

较充足，能够提供更多的人生存，此时b 较小；反之b 较大，故建立方程 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

>−=

,)(

),0,()(

00 xtx

babxax
dt
dx

                      （20） 

其解为 

            )(
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0
0)(

)( ttaebxabx
axtx −−−+

=                            (21) 

由（21）式，得 

            xbxabxa
dt

xd ))(2(2

2

−−=                               (22) 

对(20)~(22)式进行分析，有 

（i）对任意 0tt > ，有 0)( >tx ，且
b
atx

t
=

+∞→
)(lim  

（ii）当
b
ax <<0 时， 0)(' >tx ， )(tx 递增；当

b
ax = 时， 0)(' =tx ；当

b
atx >)(

时， 0)(' <tx ， )(tx 递减。 

（iii）当
b
ax
2

0 << 时， 0)('' >tx ， )(tx 为凹，当
b
ax

b
a

<<
2

时， 0)('' <tx ，

)(tx 为凸。  

令（20）式第一个方程的右边为 0，得 01 =x ，
b
ax =2 ，称它们是微分方程（20）

的平衡解。易知
b
atx

t
=

+∞→
)(lim ，故又称

b
a
是（20）式的稳定平衡解。可预测：不论人

口开始的数量 0x 为多少，经过相当长的时间后，人口总数将稳定在
b
a
。 

参数a 和b 可以通过已知数据利用 Matlab 中的非线性回归命令 nlinfit 求得。 
 
§3  战争模型 

早在第一次世界大战期间，F. W. Lanchester 就提出了几个预测战争结局的数学模

型，其中包括作战双方均为正规部队；作战双方均为游击队；作战的一方为正规部队，

另一方为游击队。后来人们对这些模型作了改进和进一步的解释，用以分析历史上一些
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著名的战争，如二次世界大战中的美日硫黄岛之战和 1975 年的越南战争。 
影响战争胜负的因素有很多，兵力的多少和战斗力的强弱是两个主要的因素。士兵

的数量会随着战争的进行而减少，这种减少可能是因为阵亡、负伤与被俘，也可能是因

为疾病与开小差。分别称之为战斗减员与非战斗减员。士兵的数量也可随着增援部队的

到来而增加。从某种意义上来说，当战争结束时，如果一方的士兵人数为零，那么另一

方就取得了胜利。如何定量地描述战争中相关因素之间的关系呢？比如如何描述增加士

兵数量与提高士兵素质之间的关系。 
3.1  模型一  正规战模型 
模型假设 
（i）双方士兵公开活动。 x 方士兵的战斗减员仅与 y 方士兵人数有关。记双方士

兵人数分别为 )(),( tytx ，则 x 方士兵战斗减员率为 )(tay ，a 表示 y 方每个士兵的杀伤

率。可知 yy pra = ， yr 为 y 方士兵的射击率（每个士兵单位时间的射击次数）， yp 每

次射击的命中率。同理，用b 表示 x 方士兵对 y 方士兵的杀伤率，即 xx prb = 。 
（ii）双方的非战斗减员率仅与本方兵力成正比。减员率系数分别为 βα , 。 
（iii）设双方的兵力增援率为 )(),( tvtu 。 
模型与求解 

    由假设可知 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−−=

+−−=

)(

)(

tvybx
dt
dy

tuxay
dt
dx

β

α
                            （23） 

我们对（23）式中的一种理想的情况进行求解，即双方均没有增援与非战斗减员。

则（23）式化为 

                

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

==

−=

−=

00 )0(,)0( yyxx

bx
dt
dy

ay
dt
dx

                           （24） 

其中 00 , yx 为双方战前的兵力。 
由（24）式的前两式相除，得 

                    
ay
bx

dx
dy

=  

分离变量并积分得 
)()( 2

0
22

0
2 xxbyya −=− , 

整理得 
2
0

2
0

22 byaybxay −=−  

若令
2
0

2
0 bxayk −= ，则有 

kbxay =− 22                                      （25） 
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当 0=k ，双方打成平局。当 0>k 时， y 方获胜。当 0<k 时， x 方获胜。这样，

y 方要想取得战斗胜利，就要使 0>k ，即 

                 02
0

2
0 >− bxay  

考虑到假设（i），上式可写为 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
>⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

y

x

y

x

p
p

r
r

x
y

2

0

0                               （26） 

（26）式是 y 方占优势的条件。若交战双方都训练有素，且都处于良好的作战状态。

则 xr 与 yr ， zp 与 yp 相差不大，（26）式右边近似为 1。（26）式左边表明，初始兵力比

例被平方地放大了。即双方初始兵力之比
0

0

x
y

，以平方的关系影响着战争的结局。比如

说，如果 y 方的兵力增加到原来的 2 倍，x 方兵力不变，则影响着战争的结局的能力将

增加 4 倍。此时， x 方要想与 y 方抗衡，须把其士兵的射击率 xr 增加到原来的 4 倍

（ yyx prp ,, 均不变）。 

以上是研究双方之间兵力的变化关系。下面将讨论每一方的兵力随时间的变化关

系。 
对（24）式两边对 t求导，得 

                abx
dt
dya

dt
xd

=−=2

2

， 

即 

02

2

=− abx
dt

xd
                                   （27） 

初始条件为 

000 ,)0( ay
dt
dxxx t −== =  

解之，得 

)(sh)(ch)( 00 taby
b
atabxtx −=  

同理可求得 )(ty 的表达式为 

)(sh)(ch)( 00 tabx
a
btabyty −= 。 

3.2  模型二  游击战模型 
模型假设 
（i）x 方与 y 方都是游击队，双方士兵都不公开活动。 y 方士兵看不见 x 方士兵，

x 方士兵在某个面积为 xS 的区域内活动。 y 方士兵不是向 x 方士兵射击，而是向该区

域射击。此时，x 方士兵的战斗减员不仅与 y 方兵力有关，而且随着 x 方兵力增加而增

加。因为在一个有限区域内，士兵人数越多，被杀伤的可能性越大。可设，x 方的战斗
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减员率为 cxy ，其中 c为 y 方战斗效果系数，
x

ry
yyy S

S
rprc == ，其中 yr 仍为射击率，

命中率 yp 为 y 方一次射击的有效面积（ ryS ）与 x 方活动面积（ xS ）之比。类似地，

可以计算 x 方的战斗效果系数。 
假设（ii），（iii）同模型一的假设（ii），（iii）。 
模型与求解 
由假设，可得方程 

           

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−−=

+−−=

)(

)(

tvydxy
dt
dy

tuxcxy
dt
dx

β

α
                                 （28） 

其中
y

rx
xxx S

Srprd == 是 x 方的战斗效果系数。 

为了使（28）式容易求解，可以做一些简化：设交战双方在作战中均无非战斗减员

和增援。此时，有 

            

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=

dxy
dt
dy

cxy
dt
dx

                                         （29） 

两式相除，得 

c
d

dx
dy

= ， 

其轨线为 
)()( 00 xxdyyc −=−  

令 00 dxcyl −= ，上式可化为 
ldxcy =−                                          (30) 

当 0=l ，双方打成平局。当 0>l 时， y 方获胜。当 0<l 时， x 方获胜。 
y 方获胜的条件可以表示为 

yryy

xrxx

SSr
SSr

c
d

x
y

=>
0

0   

即初始兵力之比
0

0

x
y

以线性关系影响战斗的结局。当双方的射击率 yx rr , 与有效射击面积

ryrx SS , 一定时，增加活动面积 yS 与增加初始兵力 0y 起着同样的作用。 

3.3  模型三  混合战模型 
模型假设 
（i） x 方为游击队， y 方为正规部队。 
（ii）交战双方均无战斗减员与增援。 
模型与求解 
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借鉴模型一与二的思想，可得 

               

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

==

−=

−=

00 )0(,)0( yyxx

bx
dt
dy

cxy
dt
dx

                            （31） 

其轨线为 
mbxcy =− 22                                    （32） 

其中 0
2
0 2bxcym −= 。 

经验表明，只有当兵力
0

0

x
y

远远大于 1 时，正规部队 y 才能战胜游击队。当 0>m 时，

y 方胜，此时 

                
00

2

0

0 22
xSr
Spr

cx
b

x
y

ryy

xxx=>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
                           （33） 

一般来说，正规部队以火力强而见长，游击队以活动灵活，活动范围大而见长。这

可以通过一些具体数据进行计算。 

不妨设 1000 =x ，命中率 1.0=xp ，
2
1

=
y

x

r
r

，活动区域的面积
610=xS m2， y 方

有效射击面积 1=ryS m2，则由（33）， y 方取胜的条件为 

              100
10012

101.01.02 62

0

0 =
××

×××
>⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
x
y

 

00 10xy > ， y 方的兵力是 x 方的 10 倍。 
美国人曾用这个模型分析越南战争。根据类似于上面的计算以及四五十年代发生在

马来西亚、菲律宾、印尼、老挝等地的混合战争的实际情况估计出，正规部队一方要想

取胜必须至少投入8倍于游击部队一方的兵力，而美国至多只能派出6倍于越南的兵力。

越南战争的结局是美国不得不接受和谈并撤军，越南人民取得最后的胜利。 
3.4  模型四  一个战争实例 
J. H. Engel 用二次大战末期美日硫黄岛战役中的美军战地记录，对正规战争模型进

行了验证，发现模型结果与实际数据吻合得很好。 
硫黄岛位于东京以南 660 英里的海面上，是日军的重要空军基地。美军在 1945 年

2 月开始进攻，激烈的战斗持续了一个月，双方伤亡惨重，日方守军 21500 人全部阵亡

或被俘，美方投入兵力 73000 人，伤亡 20265 人，战争进行到 28 天时美军宣布占领该

岛，实际战斗到 36 天才停止。美军的战地记录有按天统计的战斗减员和增援情况。日

军没有后援，战地记录则全部遗失。 
用 )(tA 和 )(tJ 表示美军和日军第 t天的人数，忽略双方的非战斗减员，则 
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

==

−=

+−=

21500)0(,0)0(

)(

JA

bA
dt
dJ

tuaJ
dt
dA

                           （34） 

美军战地记录给出增援 )(tu 为 

                 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

<≤
<≤
<≤

=

其它           ,0
65,13000
32,6000
10,54000

)(
t
t
t

tu  

并可由每天伤亡人数算出 )(tA ， 36,,2,1 L=t 。下面要利用这些实际数据代入（34）
式，算出 )(tA 的理论值，并与实际值比较。 

利用给出的数据，对参数 ba, 进行估计。对（34）式两边积分，并用求和来近似代

替积分，有 

         ∑ ∑
= =

+−=−
t t

uJaAtA
1 1

)()()0()(
τ τ

ττ                         （35） 

          ∑
=

−=−
t

AbJtJ
1

)()0()(
τ

τ                                  (36) 

为估计 b 在（36）式中取 36=t ，因为 0)36( =J ，且由 )(tA 的实际数据可得

∑
=

=
36

1

2037000)(
t

tA ，于是从（36）式估计出 0106.0=b 。再把这个值代入(36)式即可

算出 )(tJ ， 36,,2,1 L=t 。 
然后从(35)式估计a 。令 36=t ，得 

  

∑

∑

=

=

−
= 36

1

36

1

)(

)36()(

τ

τ

τ

τ

J

Au
a                                 （37） 

其中分子是美军的总伤亡人数，为 20265 人，分母可由已经算出的 )(tJ 得到，为 372500
人，于是从（37）式有 0544.0=a 。把这个值代入（35）式得 

                   ∑ ∑
= =

+−=
t t

uJtA
1 1

)()(0544.0)(
τ τ

ττ                      （38） 

由（38）式就能够算出美军人数 )(tA 的理论值，与实际数据吻合得很好。 
 
§4  放射性废料的处理 
    4.1  问题的提出 

美国原子能委员会以往处理浓缩的放射性废料的方法，一直是把它们装入密封的圆

桶里，然后扔到水深为 90 多米的海底。生态学家和科学家们表示担心，怕圆桶下沉到
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海底时与海底碰撞而发生破裂，从而造成核污染。原子能委员会分辩说这是不可能的。

为此工程师们进行了碰撞实验。发现当圆桶下沉速度超过 12.2 m/s 与海底相撞时，圆

桶就可能发生碰裂。这样为避免圆桶碰裂，需要计算一下圆桶沉到海底时速度是多少? 
已知圆桶质量为 239.46 kg，体积为 0.2058m3，海水密度为 1035.71kg/m3，如果圆桶速

度小于 12.2 m/s 就说明这种方法是安全可靠的，否则就要禁止使用这种方法来处理放射

性废料。假设水的阻力与速度大小成正比例，其正比例常数 6.0=k 。现要求建立合理

的数学模型，解决如下实际问题： 
（1）判断这种处理废料的方法是否合理? 
（2）一般情况下，v大，k 也大；v小，k 也小。当 v很大时，常用 kv 来代替 k ，

那么这时速度与时间关系如何? 并求出当速度不超过 12.2 m/s，圆桶的运动时间和位移

应不超过多少? ( k 的值仍设为 0.6) 
4.2  模型的建立与求解 
（1）问题一的模型 
首先要找出圆桶的运动规律，由于圆桶在运动过程中受到本身的重力以及水的浮

力 H 和水的阻力 f 的作用，所以根据牛顿运动定律得到圆筒受到的合力 F 满足 
fHGF −−=                                           （39） 

又因为 2

2

dt
sdm

dt
dvmmaF === ， mgG = ， gVH ρ= 以及

dt
dskkvf == ，可得到

圆桶的位移和速度分别满足下面的微分方程： 

   
dt
dskgVmg

dt
sdm −−= ρ2

2

                                   （40） 

kvgVmg
dt
dvm −−= ρ                                       （41） 

根据方程（40），加上初始条件 00
0

== =
=

t
t

s
dt
ds

，以及题设的初始数据，求得位

移函数为 
tetts 0025056.09924.1715107444.4299924.171510)( −++−=          （42） 

由方程（41），加上初始条件 0
0
=

=t
v ，求得速度函数为   

tetv 0025056.07444.4297444.429)( −−=                        （43） 
由 mts 90)( = ，求得圆筒到达水深90m的海底需要时间 9994.12=t s，再把它带入

方程（43），求出圆桶到达海底的速度为 m/s7720.13=v 。 
显然此圆桶的速度已超过 sm /2.12 ，可以得出这种处理废料的方法不合理。因此，

美国原子能委员会已经禁止用这种方法来处理放射性废料。 
计算的 Matlab 程序如下： 
clc,clear 
syms m V rho g k 
s=dsolve('m*D2s-m*g+rho*g*V+k*Ds','s(0)=0,Ds(0)=0'); 
s=subs(s,{m,V,rho,g,k},{239.46,0.2058,1035.71,9.8,0.6}); 
s=vpa(s,10)  %求位移函数 
v=dsolve('m*Dv-m*g+rho*g*V+k*v','v(0)=0'); 
v=subs(v,{m,V,rho,g,k},{239.46,0.2058,1035.71,9.8,0.6}); 
v=vpa(v,7)  %求速度函数 
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y=s-90;  
tt=solve(y)   %求到达海底 90 米处的时间 
vv=subs(v,tt)  %求到底海底 90 米处的速度 

    （2）问题二的模型 

由题设条件，圆桶受到的阻力应改为
22 )(

dt
dskkvf == ， 类似问题一的模型，可

得到圆桶的速度应满足如下的微分方程: 
2kvgVmg

dt
dvm −−= ρ                                 （44） 

根据方程（44），加上初始条件 00 ==tv ，求出圆桶的速度 

)0.0519tanh(20.7303)( ttv =  
这时若速度要小于 sm /2.12 ，那么经计算可得圆桶的运动时间就不能超过

sT 0025.13= ，利用位移 dttvTs
T

∫= 0
)()( ，计算得位移不能超过 84.8438m。 

从这个模型，我们也可以得到原来处理核废料的方法是不合理的。 
计算的 Matlab 程序如下： 
clc,clear 
syms m V rho g k t real 
v=dsolve('m*Dv-m*g+rho*g*V+k*v^2','v(0)=0'); 
v=subs(v,{m,V,rho,g,k},{239.46,0.2058,1035.71,9.8,0.6}); 
v=vpa(v,7)  %求速度函数 
v1=real(v),v2=imag(v) %求速度函数的实部和虚部 
tt=solve(v1-12.2)   %求时间的临界值 T 
s=int(v1,0,tt)      %求位移的临界值 
（3）结果分析 
由于在实际中 k 与 v的关系很难确定， 所以上面的模型有它的局限性，而且对不

同的介质，比如在水中与在空气中 k 与 v的关系也不同。如果假设 k 为常数的话，那么

水中的这个 k 就比在空气中对应的 k 要大一些。在一般情况下， k 应是 v 的函数，即

)(vkk = ，至于是什么样的函数，这个问题至今还没有解决。 
这个模型还可以推广到其它方面，比如说一个物体从高空落向地面的道理也是一样

的。尽管物体越高，落到地面的速度越大，但决不会无限大。 
 

习 题 十 三 
1. 设位于坐标原点的甲舰向位于 x 轴上点 )0,1(A 处的乙舰发射导弹，导弹始终对

准乙舰。如果乙舰以最大的速度 0v （ 0v 是常数）沿平行于 y 轴的直线行驶，导弹的速

度是 05v ，求导弹运行的曲线。又乙舰行驶多远时，导弹将它击中？ 
2. 有高为 1m 的半球形容器，水从它的底部小孔流出。小孔横截面积为 1cm2。开

始时容器内盛满了水，求水从小孔流出过程中容器里水面的高度h（水面与孔口中心的

距离）随时间 t变化的规律。 
3. 在交通十字路口，都会设置红绿灯。为了让那些正行驶在交叉路口或离交叉路

口太近而无法停下的车辆通过路口，红绿灯转换中间还要亮起一段时间的黄灯。对于一

位驶近交叉路口的驾驶员来说，万万不可处于这样的进退两难的境地：要安全停车则离

路口太近；要想在红灯亮之前通过路口又觉太远。 
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那么，黄灯应亮多长时间才最为合理呢？ 
4. 我们知道现在的香烟都有过滤嘴，而且有的过滤嘴还很长，据说过滤嘴可以起

到减少毒物进入体内。你认为呢？过滤嘴的作用到底有多大，与使用的材料和过滤嘴的

长度有无关系？请你建立一个描述吸烟过程的数学模型，分析人体吸入的毒量与哪些因

素有关，以及它们之间的数量表达式。 
5. 根据经验当一种新商品投入市场后，随着人们对它的拥有量的增加，其销售量

)(ts 下降的速度与 )(ts 成正比。广告宣传可给销量添加一个增长速度，它与广告费 )(ta
成正比，但广告只能影响这种商品在市场上尚未饱和的部分（设饱和量为M ）。建立一

个销售量 )(ts 的模型。若广告宣传只进行有限时间τ ，且广告费为常数a ，问 )(ts 如何

变化？ 


